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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ  27 ΜΑΪΟΥ 2013 

 
ΘΕΜΑ Α  
 
Α1.   Σχολ. βιβλίο σελ 334 – 335  

Α2.   Σχολ. βιβλίο σελ 246  

Α3.   Σχολ. βιβλίο σελ 222 

Α4. α) Λ 

β) Σ 

γ) Σ 

δ) Λ 

ε) Σ 

 

ΘΕΜΑ Β  
 
Β1. ( )( ) ( )( ) 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0z z z z z z z z− − + − = ⇔ − − + − = ⇔ − + − − =  

      Θέτουμε 2 0a z= − ≥  

      άρα 2 2 0a a+ − =  
     21 4 1 ( 2) 9Δ = − ⋅ ⋅ − =  

     1 9 1 3
2 2

α − ± − ±
= =  άρα α = -2 απορρίπτεται ή α = 1 δεκτή 

     άρα ( )2 1 2 0 1z z i− = ⇔ − + =  
     Συνεπώς ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων των μιγαδικών z είναι ο κύκλος με κέντρο (2,0)K  και  

     ακτίνα ρ = 1. Η εξίσωση του είναι ( )2 22 1x y− + = . 
     α΄ τρόπος:  
     Από τριγωνική ανισότητα έχουμε: ( )2 2 2 2 1 2z oi z oi z oi z z− + ≤ − + ≤ + + ⇔ − ≤ ≤ +  

     άρα 2 1 1 2 1z z− ≤ ⇔ − ≤ − ≤ ⇔ 2 1 1 2 1 3z z− ≤ ≤ + ⇔ ≤ ≤  άρα 3z ≤  
 
     β΄ τρόπος:  

 

( )( )2

max 2 1 3

2 0 2

z = ΟΚ +ΚΒ = + =

ΟΚ = − =

 

 

 
     
                        
     
     
     
     
     
     

y

•0 xA (1,0)

K (2,0)

B (3,0)
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Β2. Έχουμε 1 2 (1)z z β+ = −   
         1 2      (2)z z γ⋅ =      (τύποι Vietta) 
      Αν η 1   x, yiz x y= + ∈  και επειδή 1 2,z z συζυγείς μιγαδικοί αριθμοί 2 iz x y= −  

      Έχουμε ( ) ( )1 2Im ( ) 2 2z m z y y− Ι = ⇔ − − = ⇔ 2 2 2 2 1 1y y y y= ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±  

      Έχουμε: 2 1 2 1z x yi− = ⇔ + − = ⇔ ( )2 2( 2) 1 2 1x yi x y− + = ⇔ − + = ⇔ ( ) 222 1x y− + = ⇔  

      ( ) ( )2 22 1 1 2 0x x⇔ − + = ⇔ − = ⇔ 2x =  
      άρα 1 2z i= +  και 2 2z i= −  
      άρα (1) 2 2 4 4i i β β β⇔ + + − = − ⇔ − = ⇔ = −  
             (2) ( ) ( ) 2 22 2 2 5i i iγ γ γ⇔ + − = ⇔ − = ⇔ =  
  
 
Β3. 3 2 2 3

2 0 2 0, 0 ,v a v a v a a v a v a v+ + + = ⇔ + + = −  άρα 32
2 0,a v a v a v+ + =  

       Έχουμε 2 22 2
2 2 2 2 2 1 2, , 3 3 3a v a v a a v a v a a v a v a v v+ + ≤ + + = ⋅ + ⋅ + ≤ + +   

       άρα 3 2 3 23 3 3 3 3 3 0v v v v v v≤ + + ⇔ − − − ≤  

      Θεωρούμε την 3 2( ) 3 3 3   με x 0f x x x x= − − − ≥  
      ( )2 2( ) 3 6 3 3 2 1f x x x x x′ = − − = − −  

      2( 2) 4 ( 1) 8Δ = − − ⋅ − =  άρα 2 8 1 2
2

x ±
= = ±  

 
     
    
    
    
    
    
      (0) 3f = −  
      άρα για 0 1 2 ( ) 3x f x≤ < + ⇔ ≤ −  
      (4) 64 48 12 3 1 0f = − − − = >  
      Αν 4 ( ) (4) ( ) 0x f x f f x≥ ⇒ ≥ ⇒ >  
      ( ) 3 23 3 3 3 3 3 3 12 0f = − ⋅ − ⋅ − = − <  
      Έχουμε f συνεχής στο [3,4] (3) (4) 0f f⋅ <  άρα από θεώρημα Bolzano υπάρχει (3, 4)ox ∈  ώστε ( ) 0of x = ,  

      μοναδικό στο 1 2,⎡ ⎤+ +∞⎣ ⎦  γιατί f  

      αν 4ox x< < τότε ( ) ( ) 0of x f x< =  άρα ( ) 0f x < .   
      Για ( ) ( ) ( ) 0o ox x f x f x f x> > ⇒ >   

      άρα ( ) ( )0, : 0ox x f x∈ <  

      Έχουμε ότι 4ox <  άρα ( ) 0f v ≤  όταν 0 4ov x≤ ≤ <  άρα 4v <   
 

+∞x

+

0

−

>

( )'f x

( )f x

1 2+
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ΘΕΜΑ Γ 
 
Γ1. Έχουμε ( )( ) ( )( )' 1f x x f x x+ + =  για κάθε x∈  

       άρα ( )( ) ( ) ( )( )''f x x f x x x+ + =  άρα ( )( ) ( )( )'
f x x f x x x+ + =  άρα ( )( ) ( )( )'

2 2f x x f x x x+ + =  

       άρα ( )( )( ) ( )
' '2 2f x x x+ =  άρα ( )( )2 2f x x x c+ = +  για ( )( )2 20 : 0 0 0 1x f c c= + = + ⇔ =  

       άρα ( )( ) ( )2 2 1 1f x x x+ = +  

       Θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) ( )h x f x x= +  με x∈ . Έχουμε ότι h  συνεχής στο  και λόγω της σχέσης  

       (1) ( ) 0h x ≠  για κάθε x∈ , άρα η h διατηρεί πρόσημο. ( ( )2 2 1 0,h x x= + >  συνεπώς ( ) 0h x ≠ ) 

       ( ) ( )0 0 0 1 0h f= + = > , άρα ( ) 0h x >  για κάθε x∈  άρα ( ) ( ) ( )2 21 1 1f x x x f x x x⇔ + = + ⇔ = + −   
       για κάθε x∈  
 
 

Γ2. ( ) ( )
2'

' 2

2 2

2 11 1
2 1 1

x x xf x x x
x x

− +
= + − = − =

+ +
 

       Έχουμε 2 2 2 2 2 21 1 1 1 0x x x x x x x x x+ > ⇔ + > ⇔ + > ≥ ⇔ − + <  

       άρα ( )' 0f x <  συνεπώς f γνησίως φθίνουσα στο  άρα και "1-1". 

       Έχουμε την εξίσωση ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
1 1

1 0 0
f

f g x f g x f g x
−

= ⇔ = ⇔ = ⇔        

       ( ) ( )
'2

' 3 23 1 3 3 3 1
2
xg x x x x x x

⎛ ⎞
⇔ = + − = + = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
     
     
     
     
     
     
     

 

       ( )
2

3 33lim lim 1 lim
2x x x

xg x x x
→−∞ →−∞ →−∞

⎛ ⎞
= + − = = −∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

       ( )
2

3 33lim lim 1 lim
2x x x

xg x x x
→+∞ →−∞ →−∞

⎛ ⎞
= + − = = +∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

       ( ) ( ) ( )

( )

2
3 3 1 3 4 3 11 1 1 2

2 2 2 2
0 1

g

g

− − +
− = − + − = − + = = −

= −
 

        
 
 

−∞

−+ +

( )g x

x +∞

>

ΤΜ ΤΕ

( )'g x

>

-1 0

>
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      άρα ( ]( ) 1, 1 ,
2

g ⎛ ⎤−∞ − = −∞ −⎜ ⎥⎝ ⎦
 

              
[ ]( )

[ )( ) [ )

11,0 1,
2

0, 1,

g

g

⎡ ⎤− = − −⎢ ⎥⎣ ⎦
+∞ = − +∞

 

       Αν ( ], 1x∈ −∞ −  έχουμε ( ) 0g x <  άρα δεν υπάρχει ρίζα της ( ) 0g x =  στο ( ], 1−∞ − ,  

       όμοια και για [ ]1,0x∈ −  

       Επειδή ( )lim
x

g x
→+∞

= +∞  υπάρχει 1x  πολύ μεγάλο ώστε ( )1 0g x >   

       Έχουμε  • g συνεχής στο [ ]10, x   

                     • ( ) ( )10 0g g x⋅ <  

       άρα σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα ( ) ( )10, 0,ox x∈ ⊆ +∞   

       τέτοιο ώστε ( ) 0og x = , μοναδικό γιατί 'g ↑  στο [ )0,+∞  άρα η ( ) 0g x =  έχει μόνο μία ρίζα στο . 
 
 

Γ3. 
0

0

0
4

0 0 0 00
4

( ) ( )
4 4

x

x
f t dt f x x f t dt f x x

π

π
π πεφ εφ

−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⇔ − = − ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ ∫

0 4
0 0 0

( ) 0
4

x
f x x f t dt

ππ εφ
−⎛ ⎞− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠ ∫  

       Θεωρούμε την συνάρτηση 4
0

( ) ( )  με x 0,
4 4

x
h x f x x f t dt

ππ πεφ
−⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − + ∈⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦∫  

       Έχουμε  • h συνεχής στο 0,
4
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
ως πράξεις –σύνθεση συνεχών συναρτήσεων  

                      • 4 4
0 0

(0) 0 ( ) ( )
4

h f f t dt f t dt
π ππ εφ

− −⎛ ⎞= − ⋅ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∫ ∫  

       4 4
0

( ) (0) 1 1 0
4 4 4 4

h f f t dt f
π ππ π π πεφ
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + = ⋅ = >⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ∫  

       Έχουμε ότι 2 1t t t+ > ≥ άρα 2 1 0t t+ − >  

       άρα ( ) 0f t >  άρα 
4

( ) 0
o

f t dtπ
−

>∫ (f συνεχής στο ,0
4
π⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

άρα 4
0

( ) 0f t dt
π

−
<∫  άρα (0) 0h <   

       άρα (0) 0
4

h h π⎛ ⎞⋅ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

       άρα σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα 0 0,
4

x π⎛ ⎞∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

,  

       τέτοιο ώστε ( )
0

0

0 0 0
4

0 ( )
4x

h x f t dt f x xπ
π εφ

−

⎛ ⎞= ⇔ = − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  
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ΘΕΜΑ Δ 
 

∆1. Έχουμε ότι 
0

(1 ) (1)(1) lim
h

f h ff
h→

+ −′ =  και 
0

(1 5 ) (1 )lim 0
h

f h f h
h→

+ − −
=  άρα    

       
0

(1 5 ) (1) (1 ) (1)lim 0 (1)
h

f h f f h f
h h→

+ − − −⎡ ⎤− =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

       Υπολογίζουμε: το 
0

(1 5 ) (1)lim
h

f h f
h→

+ −  

       Θέτουμε: u5        h=
5

u h=  

       
0 0

lim lim5 0
h h

u h
→ →

= =  άρα ( )
0 0 0

1 (1)(1 5 ) (1) (1 ) (1)lim lim 5lim 5 (1)

5
h u u

f u ff h f f u f fuh u→ → →

+ −+ − + − ′= = =  

       Υπολογίζουμε το: 
0

(1 ) (1)lim
h

f h f
h→

− −  

       Θέτουμε v h= −  άρα h v= −   

       
0 0

lim lim( ) 0
h h

h
→ →

= − =  άρα 
0 0 0

(1 ) (1) (1 ) (1) (1 ) (1)lim lim lim (1)
h v v

f h f f v f f v f f
h v v→ → →

− − + − + − ′= = − =
−

 

       άρα η (1) γίνεται: 5 (1) (1) 0f f′ ′+ =  άρα (1) 0f ′ =  
       Αν 0 < x < 1 τότε ( ) (1) ( ) 0f x f f x′ ′ ′< ⇔ <  
       Αν       x > 1 τότε ( ) (1) ( ) 0f x f f x′ ′ ′> ⇔ >   
       άρα  
 
 
     
    
    
    
    
 

       Άρα η f παρουσιάζει ελάχιστο στο 0 1x = , το f (1) =1 
 
 
 

∆2. 
( ) 1 ( ) 1( )

1 1
x

a

f t f xg x dt
t x

′− −⎛ ⎞′ = =⎜ ⎟− −⎝ ⎠∫  

       Έχουμε ( ) (1)f x f>  για κάθε x > 1  άρα f (x) >1 άρα ( ) 1 0f x − >  για κάθε x > 1 
       Ισχύει x > 1 άρα 1 0x − >  

       άρα ( ) 1 0
1

f x
x

−
>

−
 για κάθε x >1  

       άρα ( ) 0g x′ > άρα g γνησίως αύξουσα στο (1,+∞ ) 

       Θεωρούμε τη συνάρτηση 
1

( ) ( )
x

x
h x g u du

+
= ∫  με (1, )x∈ +∞  

       ( )1
( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) 0

x x
h x g u du g u du g x g x

β β

+ ′
′ = − = + − >∫ ∫  γιατί 1x x+ >  και (1, )g στο +∞  

+∞x

+

10

−

>

>

Ο.Ε.

( )'f x

( )f x
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       άρα  στο (1,+ )h ∞  άρα 
2 4

2 4

8 6 2 6

8 5 2 5
( ) ( )

x x

x x
g u du g u du

+ +

+ +
> ⇔∫ ∫ ( ) ( )2 48 5 2 5

h
h x h x+ > + ⇔  

       ( )2 4 4 2 2 2 28 5 2 5 2 8 0 2 4 0 0 4 0
h

x x x x x x x xκαι⇔ + > + ⇔ − < ⇔ − < ⇔ ≠ − < ⇔  

       20 4x xκαι⇔ ≠ < 0 2 2 0x x xκαι⇔ ≠ < ⇔ − < <  ή 0 2x< <  
 

Δ3. ( ) ( )' 1
1

f x
g x

x
−

=
−

 

      ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

'' '
''

2 2

1 1 1 1 1 11
1 1 1

f x x f x x f x x f xf x
g x

x x x

− − − − − − − −−⎛ ⎞
= = = =⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

 

      
( ) ( ) ( ) ( )

( )

'

2

1
1

1

1

f x f
x f x

x

x

−⎛ ⎞
− −⎜ ⎟−⎝ ⎠=

−
 

      Έχουμε • f συνεχής στο [ ]1, x  

                     • f παραγωγίσιμη στο ( )1, x  

      άρα σύμφωνα με το θεώρημα Μέσης τιμής υπάρχει ( )1, xζ ∈  ώστε ( ) ( ) ( )' 1
1

f x f
f

x
ζ

−
=

−
 

      Έχουμε 1 < ζ < x  άρα ( ) ( )' 'f f xζ <  

      άρα ( ) ( ) ( )'1
1

f x f
f x

x
−

<
−

 άρα ( ) ( ) ( )' 1
0

1
f x f

f x
x
−

− >
−

 

      Έχουμε 1 0x − >  άρα ( )'' 0g x >  για x > 1 άρα g κυρτή στο ( )1,+∞  άρα 'g ↑  στο ( )1,+∞  

      Έχουμε την εξίσωση ( ) ( ) ( )( )( ) ( )1
1 1 2

1
x

a

f t
a dt f a x a

t
−

− = − −
−∫  

      Προφανής ρίζα είναι το x = α. 
      Θεωρούμε την ( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 1x a g x f a x aϕ = − ⋅ − − −  με 1x >  

      ( ) ( ) ( ) ( )( )' '1 1x a g x f aϕ = − ⋅ − −  

      ( ) ( ) ( ) ( )' ' 1
1

1
f a

x a g x
a

ϕ
−⎛ ⎞

= − ⋅ −⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

      ( ) ( ) ( ) ( )( )' ' '1x a g x g aϕ = − ⋅ −  

      αν x a>  τότε ( ) ( )' 'g x g a> , άρα ( )' 0xϕ >  

      αν x a<  τότε ( ) ( )' 'g x g a< , άρα ( )' 0xϕ <  
 
 
     
    
    
    
    
 

x

+

1 α

−

>

>

Ο.Ε.

( )' xϕ

( )xϕ
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      στο x = α η φ παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το ( )0 0ϕ =  

      για x a> , έχουμε ( ) ( )x aϕ ϕ> , άρα ( ) 0xϕ >  

      για x a< , έχουμε ( ) ( )x aϕ ϕ> , άρα ( ) 0xϕ >  

      άρα x = α, μοναδική ρίζα της ( ) 0xϕ =  
 
 
 
 

Επιμέλεια:  Δούνιας Δημήτρης  
           Μώρος Επαμεινώνδας   
 
 


