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ΑΠΑΝΣΗ΢ΕΙ΢ ΢ΣA MAΘΗΜΑΣΙΚΑ ΠΡΟ΢ΑΝΑΣΟΛΙ΢ΜΟΤ  9-6-2017 
 
 
ΘΕΜΑ Α 

 

Α1.  Βλζπε ςχολ. βιβλίο ςε. 135 

 

Α2.  α) ψ 

β) Ζςτω θ ςυνάρτθςθ  
2 ,     0

 ,     0

x x
f x

x x

 
 


 

Ζχουμε f ςυνεχισ ςτο 0ox  , γιατί: 

   

   

 

2

0 0

0 0

lim lim 0

lim lim 0

0

x x

x x

f x x

f x x

f o

 

 

 

 

 

 



 

άρα      
0 0

lim lim 0
x x

f x x f
  

   

Ζχουμε 
    2

0 0 0

0
lim lim lim 0

0x x x

f x f x
x

x x    


  



 

              

   
0 0

0
lim lim 1

0x x

f x f x

x x  


 


 

 

άρα 
       

0 0

0 0
lim lim 1

0 0x x

f x f f x f

x x  

 
 

 
 

 

άρα θ f δεν είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0ox  . 

 

Α3.   Βλζπε ςχολ. βιβλίο ςελ. 35 

 

Α4.   α) Λ 

 β) Σ 

 γ) Λ 

 δ) Σ 

 ε) Σ 
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ΘΕΜΑ Β 

 

Β1. Αρχικά βρίςκουμε το Πεδίο οριςμοφ Α τθσ f g . Ζχουμε: 

 

   

     

ln     με   0,

    με   ,1 1,
1

f

g

f x x

x
g x

x

   

     


 

Πρζπει: 

 

   

   και   g

1    και    0 0 1 0 0 1
1

g fx A x A

x
x g x x x x

x

 

         


 

άρα  0,1f gA   . Ζχουμε: 

       ln ln
1

x
f g x f g x g x

x
   


 

άρα       ln    με   0,1
1

x
h x f g x x

x
  


 

 

Β2.  
     

     2 2

1 11 1 1 1 1
ln 0

1 1 11 1
1

x x x xx x x x x x
h x

xx x x x x xx x
x

           
           

       


 

γιατί   0,1x  

άρα h γνθςίωσ αφξουςα ςτο (0,1), άρα αντιςτρζφεται. 

Βρίςκουμε τθν αντίςτροφθ τθσ h. 

Το ςφνολο τιμϊν τθσ h επειδι είναι ςυνεχισ και γνθςίωσ αφξουςα ςτο (0,1) είναι το : 

      

 

0 1

0
0

0,1 lim , lim

lim lim ln
1

x x

x
x

h h x h x

x
h x

x

 




 




 
  
 




 

Θζτουμε 
00

,    lim lim
1 1xx

x x
u u o

x x 
  

 
 

άρα : 

 

 

0
0

1
1

lim limln

lim limln
1

u
x

x
x

h x u

x
h x

x












  




 

Θζτουμε: 
11

, lim lim
1 1xx

x x

x x
 

 
   

 
 

 

 

άρα  
1

lim limln
x

h x



 



    

άρα     0,1 ,h      

άρα το πεδίο οριςμοφ τθσ αντίςτροφθσ είναι το  . 
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Θζτουμε  y h x  και λφνουμε ωσ προσ x 

 

 

ln 1
1 1

1
1

y y

y
y y y y

y

x x
y e x e x

x x

e
e xe x e x e x

e

      
 

      


 

άρα   1   με  
1

x

x

e
h x x

e

  


  

 

Β3. Ζχουμε  
1

x

x

e
x

e
 


με x   

 
     

 

 

 

   

   

' ' 2 2'

2 2 2 2

1 1 1
' 0

1 1 1 1

x x x x x x x x x x xx x

x x x x x

e e e e e e e e e e ee e
x

e e e i e e


        
      

     
  

άρα θ φ είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  .  

Δεν ζχει ακρότατα ςτο   γιατί είναι γνθςίωσ αφξουςα ςτο  . 

    
 

      
 

    

 

'' ' 2 2
2 '

'''

2 4 4

1 1 1 2 1 1
'

1 1 1

x x x x
x x x x xx

x x x

e e e e e e e e ee
x x

e e e
 

        
     
   
 

  

     

 

  

 

 

 

2 2

4 4 3

1 2 1 1 1 2 1

1 1 1

x x x x x x x x x x

x x x

e e e e e e e e e e

e e e

      
  

  
 

Αν  '' 0 1 0 1 0x xx e e x           

Αν  '' 0 1 0 1 0x xx e e x           

Αν  '' 0 1 0 1 0x xx e e x           

 

 
 

 
 

 

    

 

 

  

    

    

    

  

 

 

    

    

    

    Στο   ,0  θ φ είναι κυρτι 

Στο  0,  θ φ είναι κοίλθ 

 
0

0

1
0

1 2

e

e
  


 

Στο 0 0x   θ φ παρουςιάηει ςθμείο καμπισ το   0, 0A  άρα 
1

0,
2

A
 
 
 

. 

 

 

x 0

>

>

ΣΚ

 



 '' x

 x

  0, 0
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Β4.  
0

lim lim 0
1 0 1

x

xx
x

e
x

e





  
 

 

άρα θ ευκεία y = o (άξονασ x'x) είναι οριηόντια αςφμπτωτθ τθσ C  ςτο  . 

 lim lim lim lim1 1
1 DLH

x x

x xx x x
x

e e
x

e e






 
 
 

  


   


 

άρα θ ευκεία ε: y = 1 είναι οριηόντια αςφμπτωτθ τθσ C  ςτο  . 

 

 
 

      

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       

       ΘΕΜΑ Γ 

Γ1. Ζχουμε    , 0,f x x x     και ,
2 2

  
  
 

  

Αν   ,o ox f x  το ςθμείο επαφισ, τότε θ εφαπτομζνθ τθσ fC  ςτο Μ ζχει εξίςωςθ 

    'o o oy f x f x x x    και επειδι διζρχεται από το ,
2 2

  
  
 

 οι ςυντεταγμζνεσ του  

τθν επαλθκεφουν    '

2 2 2 2
o o o o o of x f x x x x x

   
 

   
            

   
  

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ 

 

   

 

 

0,
2 2

'
2

'
2

g x x x x x

g x x x

g x x x

 
  







 
     

 

 
   

 

 
  
 

  

Ζχουμε θμx > 0 για  0,x    

 

 

 

•

•

•

0

1

ψ

ψ'

xx'

ε: y=1

1
0,

2

 
 
 
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Άρα   ' 0
2

g x x


    

         
 

 

' 0 0
2 2

' 0 0
2 2

g x x x

g x x x

 

 

     

     

 

 
 

 
 

    

 
 

 

  
 

 

   

     

     

     

     

     
Ζχουμε  0 0 0 0 0

2 2 2 2
g

   
 

 
       

 
  

              

   

1
2 2 2 2 2 2 2

0
2 2 2 2

g

g

      
 

   
   

   
        

   

 
        

 

  

Ζχουμε ότι: Αν    0 0
2 2

x g g g x g
  

      
 

   άρα  0 g x   

αν    
2 2

x g g g x g
 

 
 

     
 

 άρα g(x)<0 

Άρα θ g δεν ζχει ρίηα ςτο (0,π), άρα μοναδικζσ ρίηεσ οι 1 0x   και 2x  . 

Άρα ζχει δφο ακριβϊσ εφαπτομζνεσ ςτα ςθμεία 0 (ο,ο) και Β (π,ο) 

    

    

1

2

: 0 0

:

y f f x o y x

y f f x y x



    

      
 
       

 

 

Γ2.     0f x x x       για κάκε  0,x   

άρα θ f είναι κυρτι ςτο *0,π+ 

άρα οι εφαπτομζνεσ τθσ 1 2,  είναι κάτω από τθν fC  με εξαίρεςθ τα ςθμεία επαφισ O (0,0) και Β (π,0) 

Βρίςκουμε το ςθμείο τομισ των 1 2,   λφνοντασ το ςφςτθμα των 1 2,   

2
2

y x
y x y x y x

y x x x x x


  

 
        

      
         



 2

2

y

x





 



 άρα τζμνονται ςτο ,
2 2

  
  
 

  

Ζχουμε ότι   0f x x    για  0,x     

άρα     2 00 0
0 1 1 2x dx xdx x

  
                     

x

>

0

>

0

g'(x)

g(x) 0

OE

π/2
ψ'

π
ψ'



1
2 2

g
  

  
 
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Ζχουμε το εμβαδόν του τριγϊνου ΟΑΓ είναι     
21 1

2 2 2 4

 
          

Άρα  
2

1 2 2
4




 
      

 
  

Άρα 

2 2

2

1

2

2
24 4 1

22 2 8

1

 





    


  

 
 

 
 

        

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

         

          

Γ3. 
 

 
 

1
lim lim lim (1)
x x x

f x x x x
x x

f x x x x x x  




      

   
     

        
 

Ζχουμε  lim
x

x x


 


    

 lim 0
x

x x


    


         

Επειδι θ f είναι κυρτι ςτο *0,π+ θ εφαπτομζνθ τθσ 2 : y x    είναι κάτω από τθ fC  όταν  ,x o  . 

Άρα  f x x    άρα 0x x      

άρα 
1

lim
x x x  

 
  

 

άρα (1)   . 

 

Γ4. Ζχουμε ότι επειδι θ f κυρτι ςτο *0,π+ θ fC  είναι πάνω από τθν 2 : y x    άρα  f x x    

(θ ιςότθτα ιςχφει μόνο για x=π). 

•

•

•

•

• •

•
Ο(0,0)

-1

•

1

2






1

2

2



,
2 2

  
  
 

,0
2

 
 
   ,0

1 : y x  

2 : y x  


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Άρα 
   

1 1 0
f x f x

x x x x

 
       

Θεωροφμε τθν  
 

   1   με  1, 0,
f x

h x x e
x x


      

 

 

Ζχουμε h ςυνεχισ ωσ πράξεισ ςυνεχϊν ςτο *1, e]  

και h(x)>0 ςτο *1, e] άρα 

 
 

     
 

 
   

 

1 1

11 1 1 1 1

1 1

0 1 0

1 0 1 ln

ln 1 ln1 1

e e

e e e e e e

e e

f x
h x dx dx

x x

f x f x f x
dx dx dx dx dx x x

x x x x x

f x f x
dx e e dx e

x x



 


  

 
     

 

   
               

   

       

 

    

 

 

 

 

ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1. Η f είναι ςυνεχισ ςτο *-1,0) ωσ ςφνκεςθ ςυνεχϊν ςυναρτιςεων. 

Η f είναι ςυνεχισ ςτο (0,π+ ωσ γινόμενο ςυνεχϊν ςυναρτιςεων. 

Ελζγχουμε τθν ςυνζχεια ςτο 0ox   

 

 

 

3 4

00

0

00

0

lim lim 0

lim lim 0 0

0 0 0

xx

x

xx

f x x

f x e x e

f e

 












 

  

 

 

άρα      
0 0

lim lim 0
x x

f x f x f
  

   

άρα θ f είναι ςυνεχισ και ςτο 0 0x   

άρα θ f είναι ςυνεχισ ςτο *-1,π+.   

Αν        
4

43 4 3 31,0 :x f x x x x        

         
4 4 1

1 33 3 3
4 4 4

0   ζηο    ( 1,0)
3 3 3

f x x x x x x


                
 

 

άρα δεν ζχει κρίςιμο ςθμείο ςτο (-1,0). Αν: 

             

 
0

0, :

0 0    (1)

x

x x x x x x x

e

x f x e x f x e x e x e x e x e x e x x

f x x x x x

        

   


           

       

 

(Ζχουμε: 0x  : γιατί αν 0x  τότε και θμx = 0 άτοπο γιατί 2 2 1x x   ) 

(1) 1 ,    
4 4

x
x x

x

  
   


          . Ζχουμε: 
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0 0
4

5 1 5

4 4 4 4

x


  

 
 

      

     

 

άρα κ =1, άρα 
3

4 4
x

 
    

άρα 1

3

4
x


  κρίςιμο ςθμείο τθσ f. 

 

 

Ελζγχουμε αν θ f είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0 0x   

     
     

   

4
3 4 4 13

1 33 3

0 0 0 0 0 0

0 0 0 00

0 0
lim lim lim lim lim lim 0 0

0

0
lim lim lim lim lim 1 1 1

0

x x x x x x

x
x x

x x x xx

f x f xx
x x x

x x x

f x f e x x x
e e

x x x x

  

     

   



     

   

 
              

 

  
       

  

 

άρα θ f δεν είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0 0x  και επειδι θ f είναι ςυνεχισ ςτο 0 0x   το 0 0x   είναι 

κρίςιμο ςθμείο. 

 

Δ2. Αν  1,0x  ζχουμε ( ) 0f x  άρα f  ςτο  1,0 . 

Αν (0, )x  τότε το 
3

4
x


 είναι μοναδικι ρίηα τθσ '( ) 0f x  , άρα θ f επειδι, είναι ςυνεχισ διατθρεί 

ςτακερό πρόςθμο ςτα 
3

0,
4

 
 
 

και 
3

,
4




 
 
 

. 

Ζχουμε: 
3

0,
2 4

  
 
 

με 2 2 0
2 2 2

f e e
 

  
 

   
        
   

άρα ( ) 0f x  ςτο 
3

0,
4

 
 
 

. 

Ζχουμε
5 3

,
6 4

 


 
 
 

με  
5

6
5 5 5

6 6 6
f e


  

 
   
      
   

5 5

6 6
5 1 3

0
6 6 2 2

e e
 


 

  
          

 

άρα ( ) 0f x  ςτο 
3

,
4




 
 
 

. 

 

       

 
 

     

 

 

  

 

 

  

  

  

 

 

 
 

  

      

      

      

      

      

       

Η f είναι γνηζίωρ θθίνοςζα ζηο  1,0 .  

Η f είναι γνηζίωρ αύξοςζα ζηο 
3

0,
4

 
 
 

 

ΟΜ

f ' (x)

ψ'

•

•

•

•

•

• •

•

•
•

•

•

x

>

0

>

π
ψ'

f (-1) =1 f (π) = 0

>


3

4



3

4
f

 
 
 



>
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Η f είναι γνηζίωρ θθίνοςζα ζηο 
3

,
4




 
 
 

 

Σηο x=-1 η f παποςζιάζει ηοπικό μέγιζηο ηο 43( 1) ( 1) 1f      

Σηο x=0 η f παποςζιάζει ηοπικό ελάσιζηο ηο (0) 0f   

Σηο 
3

4
x


 η f παποςζιάζει ολικό μέγιζηο ηο 

3 3 3

4 4 4
3 3 2

4 4 4 2
f e e e

  
  

 
 

     
 

 

Σηο x=π η f παποςζιάζει ηοπικό ελάσιζηο ηο ( ) 0f e     

Επειδή  f ζςνεσήρ ζηο  1,0 και γνηζίωρ θθίνοςζα, έσοςμε:         1 1,0 0 , 1 0, 1f f f          

Επειδή f ζςνεσήρ και γνηζίωρ αύξοςζα ζηο 
3

0,
4

 
 
 

 έσοςμε: 

 
3

4
3 3 2

0, 0 , 0,
4 4 2

f f f e


         
        

        
 

Επειδή  f ζςνεσήρ ζηο 
3

,
4




 
 
 

και γνηζίωρ θθίνοςζα έσοςμε 

 
3

4
3

3 3 2
, , 0,

4 4 2
f f f e


 

 
       

          
        

 άπα   
3

4
1 2 3

2
1, 0,

2
f A e




 

       
 

 

3 3 3

4 4 2
2

1 2 2
2

e e e
  

      πος ιζσύει. Άπα ιζσύει και η απσική. 

 

 

Δ3. Θεωροφμε τθν 5( ) ( ) ( ) x xx f x g x e x e      4( )x xe e  με  0,x   

Ζχουμε 0 4 40 0 4 4 xx x e e e            
4 4 41 1 1x x xe e x e x           

4 1 0xx e x        

   4 1 0 ( ) 0x x xe x e e x x         

άρα  
0 0

( ) ( ) ( )E x dx g x f x dx
 

       

 5 5

0 0 0

x x x xe e x dx e dx e xdx
  

       

κζτω 
5 5

5

1
0

0

1

5 5

x
x e e

I e dx




   
   

 
  

 5

2
0 0

0 0
( )

x x

x x

I e xdx e xdx

e x e x dx

 



 

 


  

    

 


 

0

0

00 0

0

( ) ( )

x

x x x

e e e xdx

e xdx e x e dx




 

  

  

   

        



 
 

0

20e e    άρα 22 1e   άρα 

2

1

2

e 
   

άρα 
5 51 1 2 7 5

5 2 10

e e e e      
     
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Δ4. Ζχουμε: 
 

   
3

2
416 4 3 8 2 (1)f x x e


     

 
2 3

4
4 3 2

( )
16 2

x
f x e


    

 

2
3 3

( )
4 4

3
          ( )

4

f x f x

f x f

 




   
      

    


  

 

  2
3 3 3

4 4 4
f x f

     
      
   

 

2
3

0
4

x
 

  
 

 

 

Η ιςότθτα ιςχφει μόνο για 
3

4
x


  

Προφανισ ρίηα τθσ (1)είναι
3

4
x




 
 

άρα μοναδικι. 
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