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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΣΤA ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ  10/6/2019 

 
 
ΘΕΜΑ Α 
 

Α1. 
α)  Βλέπε σχολικό σελ. 15 
β)  Βλέπε σχολικό σελ. 35 
γ)  Βλέπε σχολικό σελ. 35-36 
 

Α2. 
Βλέπε σχολικό σελ. 142 
 
Α3. 
Βλέπε σχολικό σελ. 135 
 

Α4. 
α) Λάθος 

Για τη συνάρτηση 
1

( )
1

f x


 


   αν    
 ,0

(0, )

x

x

 

 
    ισχύει ότι 

 

'( ) 0f x   για κάθε     ,0 0,x A      ,αλλά δεν είναι σταθερή στο A . 

 
β) Λάθος  

Για τη συνάρτηση 

1

( )

0

xe

f x x

 


 



  αν   
   ,0 0,

0

x

x

   


 

 

Ισχύει ότι  
0

lim ( ) 1 0 (0)
x
f x f


    

 
Α5. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( 1) 3 4,
a
f x dx f x dx f x dx f x dx

   

  
           . 

Άρα το Σωστό είναι το (γ). 
 
 
ΘΕΜΑ Β 
 
Β1.  
 
Επειδή η ευθεία 2y  είναι οριζόντια ασύμπτωτη της fC  στο  ισχύει ότι: 
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lim ( ) 2 lim( ) 2 0 2x

x x

f x e  

 

         άρα 2   

 
 
Β2.  
 

Έχουμε ( ) 2xf x e   με x  

 

( ) 0 2 0xf x x e x       

Θεωρούμε την συνάρτηση ( ) 2xg x e x    με x με '( ) 1 0xg x e     για κάθε x . 

 

άρα    g          

Έχουμε   g   συνεχής στο  2,3 ως πράξεις-σύνθεση συνεχών συναρτήσεων 

               

2

2

3
3

3 3

1
(2) 2 2 0

1 1
(3) 2 3 1 0

g e
e

e
g e

e e





    


      

 

                  άρα (2) (3) 0g g   

Άρα σύμφωνα με το θεώρημα Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα 0 (2,3)x  , τέτοιο ώστε 

0 0 0( ) 0 ( ) 0g x f x x     

άρα 0x  μοναδική ρίζα της ( ) 0g x   στο  

 
Β3.  
 

Έχουμε ( ) 2xf x e   με x  

'( ) ( 2) ' 0x xf x e e       για κάθε x  

άρα f        στο , άρα f    "1 1" , άρα η f αντιστρέφεται. 

 

Βρίσκουμε: το σύνολο τιμών της f   

Επειδή f        και συνεχής στο  ισχύει ότι 

 

  lim ( ), lim ( )
x x

f f x f x
 

 
  
 

 

 lim ( ) lim 2 2x

xx

f x e


    

lim ( ) lim ( 2)x

xx

f x e


     

άρα     2,f    άρα  1 2,
f
A     

Βρίσκουμε τον τύπο της 1f  . 

Θέτουμε ( )y f x και λύνουμε ως προς x . 
21 1 1

2 2 2 ln ln ln1 ln( 2)
2 2

y
x x x x

x
y e e y y e e x y

e y y


                

 
 

 

ln( 2)x y    άρα 1( ) ln( 2)f x x    με  2,x   
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Β4.  

Υπολογίζουμε το    
1

22

lim lim ln 2
xx

f x x






      

 
Θέτουμε  u = x – 2 

 
22

lim lim 2 0
xx

u x
 

    

 

άρα    
1

02

lim lim ln
ux

f x u




     

άρα η ευθεία x = 2 είναι κατακόρυφη ασύμπτωτη της 1Cf  . 

 

Για την f με τύπο   2   με   xf x e x    

έχουμε:               0xf x e     για κάθε x  

                            άρα f   στο  

                              0xf x e    για κάθε x  

                            άρα f κυρτή στο . 
 

Για την 1f   με τύπο    1 ln 2 , 2f x x x     ,  

έχουμε:                1 1
0

2
f x

x

 
  


 στο  2,  

                            άρα f  στο  2,  

                             
 

1

2

1
0

2
f x

x

 
 


στο  2,  

                           άρα f κυρτή στο  2, .  

 
( ) 2

lim lim lim
x

x

x x x
DLH

f x e
e

x x


 



  


     

άρα δεν έχει η fC  ασύμπτωση στο   

 1 ln 2( ) 1
lim lim lim 0

2x x DLH x

xf x

x x x


 

  

   
     

 
 

     1lim 0 lim ln 2
x x

f x x x

 
       

άρα δεν έχει η 1fC  ασύμπτωτη στο   

 

Έχουμε   1 1

0 0 0 0( ) ( )f x x f f x f x      άρα 

 
1

0 0x f x


    άρα οι  fC  και 1

fC
  τέμνονται στο 0( , )oM x x που βρίσκεται πάνω στην ευθεία y x  
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                                                                                   y                2x   

 

                                                                                              fC  

                                                                        3  
 
 
                                                                                  

                                                                                0x      

                                                                                                                                                                                 2y      

                                                                                 2                                                                          1fC   

 
 

'x                                                                                                                                                                   x  

                                                                                 0                       2        0x                        3             

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                  'y  

  
 
 
ΘΕΜΑ Γ       
 

Έχουμε 

2

1

,
( )

,x

x a
f x

e x

 



     

1

1

x

x




 

παραγωγίσιμη στο  
 
 
Γ1.   
Επειδή f  παραγωγίσιμη στο είναι και συνεχής στο , άρα και στο 1x   

άρα  
1 1

lim ( ) lim ( ) (1)
x x

f x f x f
  

     άρα 

         2 1

1 1

lim( ) lim( ) (1)x

x x

x a e x f
 



 

      άρα 

         1 1         

Επειδή f  παραγωγίσιμη στο 1, ισχύει ότι: 

1 1

( ) (1) ( ) (1)
'(1) lim lim

1 1x x

f x f f x f
f

x x  

 
 

 
     άρα 
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1 2

1 1

( ) (1 ) ( ) (1 )
lim lim

1 1

x

x x

e x x a a

x x

 
 



 

     


 
 άρα 

1

1 1

1 ( 1) ( 1)( 1)
lim lim

1 1

x

x x

e x x x

x x


 



 

    


 
   άρα 

1

1 1

1
lim lim( 1) 2

1

x

x x

e
x

x


 



 

 
    

 
                (1) 

 

Υπολογίζουμε το 

0

1 0
1

1 1

1
lim lim 1

1

x
x

x xDL

e
e

x 

 
   



 





  

άρα (1)   1 2 1      

 

άρα    α=1 
 

άρα 
2

1

1,
( )

,x

x
f x

e x

 
 



1

1

x

x




 

 
 
Γ2.   
 

Έχουμε 
2

1

( 1) ',
'( )

( ) ',x

x
f x

e x

 
 



1

1

x

x




      

1

2 0,
'( )

1 0,x

x
f x

e 


 

 

1

1

x

x




 

άρα  '( ) 0f x   για κάθε    ,1 1,x     

και f συνεχής στο 1, άρα f         στο  

Επειδή f         στο και συνεχής ισχύει ότι:  

 

( ) ( lim ( ), lim ( ))
x x

f f x f x
 

  

 1lim ( ) lim x

x x
f x e x

 
     

 2lim ( ) lim 1
x x

f x x
 

     

άρα   ( ) ,f      

 

Γ3. 
 

i) Έχουμε ότι  0 1 1
(0) 0 0f e

e

     

άρα το σύνολο τιμών της f στο ( ,0  

 

επειδή είναι συνεχής και           είναι 

 

  1

1
,0 lim ( ), (0) ,

x
A f f x f

e

        
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To 0 A , άρα υπάρχει  0 ,0x    μοναδικό στο  γιατί f         στο , ώστε 0( ) 0f x   

 

ii) Θεωρούμε τη συνάρτηση 2

0( ) ( ) ( )g x f x x f x   με   0 ,x x   

 

Έχουμε 2

0 0 0 0( ) ( ) ( ) 0g x f x x f x    

 
2

0 0'( ) ( ( ) ( )) ' 2 ( ) '( ) '( )g x f x x f x f x f x x f x       

0'( ) '( )(2 ( ) )g x f x f x x   

 

Έχουμε  '( ) 0f x   για κάθε  0,x x   

 

Αν 0 0( ) ( ) ( ) 0 2 ( ) 0
f

x x f x f x f x f x        

και 0 00 0x x    

άρα 02 ( ) 0f x x   άρα '( ) 0g x  στο  0,x   

και επειδή g  συνεχής στο 0,x  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων, έχουμε ότι  

 

g        στο  0 ,x   

Αν 0 0( ) ( ) ( ) 0x x g x g x g x      

άρα η ( ) 0g x   είναι αδύνατη στο 0( , )x   

 

 
                                                    y  

 Γ4.                  2 1y x   

  

                                                                                          2( , 1)M x x   

                                                       10                                 (3,10)A          

 
 
                                                        2             
                                                        1 
 
                                                                                       ( ,0)K x  

                                                                                                                    x  
                                                       0                 1           3 

                                                   
 
 
 
 
 
 

Έχουμε ότι:  0 0 0( ) 3, ( ) 10, '( ) 2
sec

x t t x t


    
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Έχουμε (ΜΟΚ) 
2 3( ) ( ( ) 1) ( ) ( )

2 2 2

x t x t x t x t    
    

 

Αν ( ) ( )z t MOK  τότε 

      
3( ) ( )

( )
2

x t x t
z t


  

     
23 ( ) '( ) '( )

'( )
2

x t x t x t
z t


  

Για 0t t , 
2 2 3 2

0 0 0
0

3 ( ) '( ) '( ) 3 3 2 2 2(3 1) ( )
'( ) 28

2 2 2 sec

x t x t x t ά
z t

     
     

 
 
 
ΘΕΜΑ Δ 
 
Δ1. 

 Επειδή το A Cf  ισχύει ότι:  

 

     2(1) 1 1 1 ln 1 2 1 2 1 1f              

1        (1) 

Επειδή η   2x      εφάπτεται της Cf στο  1,1  ισχύει ότι  1 1f         (2) 

     21 ln 2 2f x x x x x 
        

   

= 

   2

2

2 2
ln 2 2 1

2 2

x
x x x

x x



     

 
 άρα η (2)  

   2

2

2 1 2
ln 1 2 1 2 1 1 1

1 2 1 2


 
        

  
 1    

H (1) 1 1 2          

άρα       21 ln 2 2 2f x x x x x        με x  

και    
 

2

2

2

2 1
ln 2 2 1

2 2

x
f x x x

x x


    

 
=  

2 2
2

2

2 4 2 2 2
ln( 2 2)

2 2

x x x x
x x

x x

    
   

 
 

 
 

 

   

2
2

2

2
2

2

2
ln 2 2    άρα

2 2

2
ln 2 2

2 2

x x
x x

x x

x x
f x x x

x x


   

 


    

 

 

 
 
 

     
 

   
2

2

2

2 2
1 ln 2 2 1

2 2

x x
x x x x x

x x
 


 

        
 



 

8 

 

Δ2. 
 
 Βρίσκουμε το πρόσημο της διαφοράς στο [1,2] 

       

   

2

2

2 1 ln 2 2 2 2

1 ln 2 2

f x x x x x x x

x x x

          

   
 

Έχουμε: 

 

 

 
   

ln

2 2

2 2

2

2

1 0 2 1 0

2 2 1 ln 2 2 ln1

ln 2 2 0
1 ln 2 2 0   στο   [1,2]

και   x-1 0

y x

x x x

x x x x

x x
x x x

 

      

       

   
    

 

 

άρα 

 
 

   

2

1

2
2

1

( ( ) ( 2))

1 ln 2 2

f x x dx

x x x dx

      

    




 

 
Θέτουμε: 

 

   

2 22 2 2 2

1
2 1 1

2

u x x du x x dx

du x dx du x dx


       

    

 

αν x=1, τότε 21 2 1 2 1u       

αν x=2, τότε 22 2 2 2 2u       
άρα  

 
 
 
 
Δ3.  
 
i) Έχουμε:  

   

 

 

2
2

2

2
2

2 2

2

2

2
ln 2 2

2 2

2 2 2
ln 2 2

2 2 2 2

2
ln 2 2 1 ,    

2 2

x x
f x x x

x x

x x
x x

x x x x

x x x
x x


     

 

 
    

   

     
 

 

άρα: 
 

   

 

 

   

2 2

1 1

22

1

2 2

1 1

2

1

1 1
ln ( ) ' ln

2 2

1 1
ln (ln ) '

2 2

1 1 1 1 1
2ln 2 1ln1 2 2 1

2 2 2 2

1 1 1
ln 2 ln 2 2 1 ln 2

2 2 2

u du u udu

u u u u du

u du ln du
u

u 

    

  

     

 
       

 

 



 
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   

   

 

 

 

 

 
 

2

2

2 2

22 2

2
2 2

22 2

2
ln 2 2 1

2 2

2 2 2 2 2
0

2 2 2 2

2 2 22 2

2 2 2 2

1 2
2 1

2 2 2 2

f x x x
x x

x x x x

x x x x

xx

x x x x

x
x x x x

 
       

  

 
   

   
   


  

   

 
   
    
 

 

 

Άρα    
 

22 2

1 2
2 1

2 2 2 2
f x x

x x x x

 
    
    
 

 

 

Έχουμε   
2 2 2

1 2
0

2 2 ( 2 2)x x x x
 

   
 για κάθε x  

 

άρα  

''( ) 0 1

''( ) 0 1

"( ) 0 1

f x x

f x x

f x x

  

  

  

  

 
 
x                                                   1                                   

 

''( )f x                                                                                  

 

 

'( )f x                        

 
 
 
                                                               Ο.Ε 
                                                  '(1) 1f   

 
 
Στο 1x   η 'f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο το '(1) 1f    

 

άρα '( ) 1f x    για κάθε x  
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ii)  Έχουμε : 
1

2
    

 Έχουμε f  συνεχής στο 
1

,
2

 
 

 
 

 

               f  παραγωγίσιμη  στο  
1

( , )
2

    

 

άρα σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τιμής υπάρχει τουλάχιστον ένα 
1

,
2

  
 

  
 

  

 

ώστε 

1
( ) ( )

2'( )
1

( )
2

f f

f

 


 

 



 

 

 

άρα   

1
( )

2

1

2

f f

f

 



 
  

    

Έχουμε:   1f       

 
1

2
1

1

2

f f 
 

  
      

 
1 1

2 2
f f 
 

     
 

 
1 1

2 2
f f 
 

    
 

 

   21 1
1 ln 2 2 2

2 2
f     
 

        
 

  

   21 3
1 ln 2 2

2 2
f     
 

       
 

 για κάθε  . 

 

 
Δ4. 
 

   3 2g x x x    ,   

  23 1 1g x x       με  0 1g    

αν 0x     2x  > 0 
23x < 0 

23 1 1x     

άρα   1g     

Η εφαπτομένη της Cg στο Β(0,2) έχει εξίσωση       1 : 0 0 0g g x       

 1 : 2x     

Η εφαπτομένη της Cf στο Α(1,1) έχει εξίσωση:  1 : 2x     

άρα η (ε) ταυτίζεται με την 1( )  

άρα η (ε) είναι μια κοινή εφαπτομένη. 
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Δεν υπάρχει άλλη κοινή εφαπτομένη, γιατί αν 0x   : '( ) 1g x     και για 1x   : '( ) 1f x    

άρα ισχύει '( ) 1 '( )g x f x     

 

άρα η ισότητα 1 2'( ) '( )g x f x  ισχύει όταν 1 2'( ) 1 '( )g x f x    και 1 0x  , 2 1x    
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