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ΘΕΜΑ Α 

 

Α1. Βλζπε ςχολικό βιβλίο ςελ. 76 

 

 Α2. Βλζπε ςχολικό βιβλίο ςελ. 104 

 

Α3.  α) Ψ 

        β) Η ςυνάρτθςθ f(x)=x3 είναι οριςμζνθ, παραγωγίςιμθ και γνθςίωσ αφξουςα ςτο   , αλλά   

         2' 3 0f x x   (Η ιςότθτα ιςχφει για x=0) 

 

Α4. α) Λ 

       β) Σ 

       γ) Σ 

       δ) Σ 

       ε) Σ 

  

 

ΘΕΜΑ Β 

 
Β1.  Αρχικά βρίςκουμε το πεδίο οριςμοφ τθσ fog .  

Πρζπει: 
(x Ag και ( ) )g x Af , άρα x   και ( ) (1, )g x    

( ) (1, )g x    ςθμαίνει ότι ( ) 1 1 0xg x e x      

άρα (0, )fogA    
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Β2.  Θζτουμε ( ) ( )( )x fog x   
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    
   για 0x   

άρα     ςτο  (0, ) , άρα "1 1"  άρα αντιςτρζφεται. 

Επειδι     και ςυνεχισ ςτο (0, ) , ιςχφει ότι ((0, ))  =
0
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x x

x x 
 
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άρα ((0, ))  = (1, ) , άρα 1 (1, )A    

Βρίςκουμε τον τφπο τθσ αντίςτροφθσ.  
Θζτουμε  ( )y x  και λφνουμε ωσ προσ x  
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 με (1, )x   

 
 

Β3. 

'
12 1 1 1 1

'( ) ln (ln( 2) ln( 1)) ' ( 2) ' ( 1) '
1 2 1 2 1

xx
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x x x x x


   
                   

 

 
( 1) ( 2) 3

0
( 2)( 1) ( 2)( 1)
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x x x x

   
  

   
    για  1x   

 

άρα       ςτο   (1, )  

 
 

Β4.    

 
1 1

lim ( ) lim(ln( 2) ln( 1))
x x

x x x
  

      

             Υπολογίηουμε τα όρια : 
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x


   

            
1

lim ln( 1)
x

x


  

            Θζτουμε  1u x  ,  
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            άρα 
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 Θζτουμε 
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άρα   
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ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1. Επειδι f ςυνεχισ ςτο x=0 ιςχφει:      
0 0

lim lim 0
x x

f x f x f
  
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 

 

άπα  1 ln ln 1 0 1          

Θέηοςμε:   ln 1x x x     με x>0 

Πποθανήρ πίζα ηηρ θ ηο x=1 

 
1

' 1 0x
x

     για κάθε x>0 άπα  0,    άπα x=1 μοναδική πίζα ηηρ θ(x) = 0 άπα η 

     1 1 1        

 

 

Γ2. Έσοςμε  
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Υπολογίζοςμε ηα: 
     
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   
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0 0x x x
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   
    

    
      

   
 

άπα  
       

0 0
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lim lim 1

0 0x x

f x f f x f

x x  

 
  

 
   

άπα f παπαγωγίζιμη ζηο x=0 με  ' 0 1f   

Άπα οπίζεηαι η εθαπηομένη ηηρ fC  ζηο Α(0,1) και έσει εξίζωζη 

    : 0 ' 0 0 1 1 : 1y f f x y x y x            

Αν ω η γωνία πος ζσημαηίζει η (ε) με ηον x΄x, ιζσύει όηι: 

 ' 0 1
4 4

f
 

           , γιαηί 0     

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

Γ3. Έσοςμε όηι η f είναι παπαγωγίζιμη σε όλο ηο πεδίο οπιζμού ηηρ με 
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Τα κπίζιμα ζημεία ηηρ f είναι ηα ζημεία ζηα οποία  ' 0f x   

Aν x<0:  
 

2

1
' 0

1
f x

x
 


, άπα δεν έσει κπίζιμα ζημεία ζηο  ,0  

Αν    
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x f x x x x x


             

(έσοςμε  0x  , γιαηί αν 0x  , ηόηε και 0x  , άηοπο γιαηί 2 2 1x x   ) 

άπα η  1 1 ,
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Αν κ=0 τότε  
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Αν κ=1 τότε 
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Άρα τα κρίςιμα ςθμεία είναι τα , 2
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Γ4. Η γραφικι παράςταςθ τθσ fC  θαίνεηαι ζηο παπακάηω ζσήμα: 
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Να βρεκεί το   ;ox t   όηαν    
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      

Έχουμε   , f  . 

Η εφαπτομζνθ τθσ fC  ςτο Μ ζχει εξίςωςθ 
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Για y=0: 
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ΘΕΜΑ Δ  

Δ1.  

  2 1 ,xf x e x ex x       

 ' 2 ,xf x e x e x       

 '' 2 0 ,xf x e x    ςτο   

Επειδι 'f  ζςνεσήρ ςτο   με  '' 0f x x     έσοςμε 'f   ςτο   

Έχουμε: 

• 'f  ζςνεσήρ ζηο [0,1] 

•  ' 0 2 0 1 0of e e e        

    ' 1 2 2 0f e e       

   άπα    ' 0 ' 1 0f f   

άπα ζύμθωνα με ηο Θεώπημα ηος Bolzano ςπάπσει ηοςλάσιζηον ένα  0,1ox  , ηέηοιο ώζηε  ' 0of x  , 

μοναδικό γιατί 'f   ςτο   

Αν      
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o ox x f x f x f x
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      

Αν      
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      
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Στο ox η f παποςζιάζει (ολικό) ελάσιζηο ηο    2 1 1ox

o o of x e x ex     

Έχουμε  ' 2 0 2o ox x

o o of x e x e e e x        

Άρα θ        2 21 2 1 2 1o o o o o o of x e x x ex f x x e x e             

 

 

Δ2. 
       
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Υπολογίηουμε το     
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άρα από Κ.Π.      
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άρα *    

 

 

 

Δ3. Θζτουμε  ( ) ( ) og x f x x x    με ,[ 1]ox x   

Έχουμε:   

• g  ςυνεχισ ςτο [ ,1]ox  ωσ πράξεισ ςυνεχϊν ςυναρτιςεων 

(1) (1) 1 1 1 1 1 0

( ) ( ) ( ) 0

o o o

o o o o o

g f x e e x x

g x f x x x f x

           

    
 

(γιατί  1ox   
[ , ]o

f

x




  ( ) (1) ( ) 0o of x f f x   ) 

 

άρα (1) ( ) 0og g x   άρα ςφμφωνα με  το κεϊρθμα του Bolzano  υπάρχει τουλάχιςτον ζνα ρ ( ,1),ox

τζτοιο ϊςτε  ( ) 0g    

Έχουμε  ( ) ( ) 1g΄ x f΄ x   

Έχουμε  ( ) 0f΄ x  ςτο ( ,1)ox  άρα  

( ) 1 0f΄ x    ςτο ( ,1)ox ( ) 0g΄ x   ςτο ( ,1)ox  

και  g ςυνεχισ ςτο [ ,1],ox άρα g   ςτο [ ,1],ox  

άρα ρ μοναδικι ρίηα τθσ ( ) 0g x  , άρα και τθσ ιςοδφναμθσ τθσ ( ) of x x x  .  

 
Δ4. Έχουμε  

,

,

( ) ( ) , [ 1]

( ) ( ) 1, ( 1)

o o

o

g x f x x x x x

g΄ x f΄ x x x

   

  
 

,( ) ( ) 0, ( 1)og΄ x f΄΄ x x x    

 
 
 



 

 
Θζλουμε να δείξουμε ότι 

( ) ( ) ( ( ) 1) ( ) ( ) ( ( ) 1)o o of x f f΄ f x x f΄                                                            

   

( ) ( ) ( )
o o o

g x f x x

o og x x g΄


 
 

    
  0( ) ( ) ( )

( ) ( ) (2)
g

o o

o o

g x g x g
g΄ g΄

x x

 
 

 

 
  

 
 

 
Αρκεί να δείξουμε τθ (2)  
Έχουμε: 

 g ςυνεχισ ςτο ,[ ]ox   

 g παραγωγίςιμθ ςτο  ,ox   

 
άρα από  ΘΜ.Τ υπάρχει τουλάχιςτον ζνα ,( )ox   

τζτοιο ϊςτε:  
( ) ( )

( ) o

o

g x g
g΄

x










 

Έχουμε : ( ( )) ( ) 0g΄ x ΄ f΄΄ x   ςτο ,( ),ox  άρα  

,( 1)og΄ x  

Έχουμε 1ox        άρα 

( ) ( )
( ) ( ) ( )g΄ o

o

g x g
g΄ g΄ g΄

x


    








   


που είναι θ (2). 

 
 
΢ΤΝΣΟΜΟ΢ ΢ΧΟΛΙΑ΢ΜΟ΢ 

Τα κζματα ιταν ςχετικά δφςκολα. Απαιτοφςαν λεπτομζρεια ςτθ διατφπωςθ και ο χρόνοσ ιταν ςχεδόν 

οριακόσ για να διατυπωκοφν. 
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